Системы счисления

Системы счисления


Системы счисления

Понятие   числа  –   фундаментальная  основа,  как  математики,  так   и  информатики.  Но  если   в  математике   наибольшее  внимание   уделяется   методам   обработки  чисел, то  для  информатики  нельзя   обойти  стороной  методы  представления  чисел,   так  как именно   они   определяют   необходимые   ресурсы  памяти,  скорость  и  погрешность  вычислений

Единичная (унарная) система счисления

Еще  у  людей  каменного   века  возникла необходимость     считать     мамонтов или своих   соплеменников.    Естественным   способом  счета  явилась  простейшая   модель – каждый     мамонт     обозначается    камушком или  палочкой.  Казалось  бы,  мы  так далеко ушли  от  этого. Но  посмотрите, что  лежит в  портфеле у нынешнего первоклассника. Все те же палочки!         

Единичная   система   счисления   очень, наглядна  и  проста:  больше число – больше палочек.  Но  как  только  числа  становятся очень  большими,  палочки   перестают  помещаться  в портфеле.  Правда, к  этому времени   первоклассники   понимают,   что  можно считать  на  собственных пальцах  в десятичной системе счисления.

Римская система счисления     

Указанное   выше   неудобство   единичной    системы    счисления   преодолевалось двумя  путями  –  изобретением  новых  видов палочек  (цифр)  для  обозначения   кучек  и изобретением  алгоритма  счета  этих  кучек. Обратите  внимание:  те  же  принципы  лежат  в основе информатики!

В   римской   системе   счисления  были придуманы   следующие   цифры: I –  соответствует 1, V – 5, Х – 10, L – 50, С – 100, D – 500, М – 1000.

Но  алгоритм  счета здесь  не циклический,  система  не позиционная,  при увеличении  числа  надо  придумывать  новые  цифры. Римляне  не  знали  дробных  чисел.  Поэтому действия  с   римскими  цифрами   очень  неудобны.  Попробуйте  решить   такой  пример:

МСМLIII ( DLX.  Вы,  конечно  перейдете  к десятичной  записи:  1953 ( 560  = 1093680.

Но  как  вернуться  к  римской системе, если   там   максимальная    цифра   М=1000? Написать символ М 1093 раза?                 

Даже  изобретение   римлянами  первого вычислительного    инструмента    –   абака (аналога  наших  счет)  не  улучшило ситуации,  и  римская  система   счисления  была забыта

Позиционные системы счисления 

Идеи циклического  (позиционного) построения   систем   счисления  неоднократно возникали   у  разных   народов Отголоски этих   идей   можно  найти   в  разговорном языке. Вспомните хотя  бы такие  фразы, как «сорок  сороков»,  «чертова  дюжина», «тьма народа»  (в  древней  Руси   словом  «тьма» обозначали нынешнее число «миллион»).           

Для  построения  циклической  системы надо  было  придумать  число 0  для обозначения  пустого  разряда,  что  было сделано не сразу.

Основание  системы  счисления  60 использовалось  в  древнем  Вавилоне  - пережитки этого  до сих  пор сохранились  в отсчете  времени  и  долей  градусов. Вавилоняне  вплотную  подошли  к  открытию  нуля, но,  увы,  этого последнего  шага так  и не сделали.

Двенадцатеричная   система  счисления    использовалась   в  древней   Германии;  мы же  до  сих  пор считаем  фарфор дюжинами. А немцы  и англичане  имеют в  языке специальные  названия  для   цифр  10, 11 и 12. 
Наибольшее  же   распространение  получила   десятичная    система   счисления, пришедшая  из  Индии.  Это и  понятно: ведь собственное    вычислительное   устройство, работающее  по  этой  системе,  в  буквальном  смысле  есть  у   каждого  из   нас  в руках.

Число  в  десятичной  системе  представляется так:         

444,4410 = 4(10  + 4(102 + 4(101  +  4х100 + 4х10-1   + 4х10-2 . 

- Если  вместо 10  взять в  качестве основания   системы   счисления   произвольное число  К  и обозначить  произвольную цифру в этой  системе как  А;, то  получим представление   числа   в   любой  позиционной  (циклической) системе счисления:                   

N = Аn (Кn + Аn-1 (Кn-1 + ...  + А0 (К0  + Аn+1 (Кn+1 
-     Число  N может  быть сколь  угодно большим  или  сколь  угодно  малым,  но ничего кроме  К  цифр  и принятого  алгоритма для его представления  нам не  потребуется. 
Информатика    сумела    увидеть    этот принцип в жизни и  на его  основе получила  столь бурное развитие.

Итак, система счисления – это совокупность приемов и правил записи чисел  с помощью определенного набора символов.

Существуют позиционные и непозиционные системы счисления.

В непозиционных системах все цифры (т.е. Тот вклад, который она вносит в значение числа) не зависит от ее позиции в записи числа. Так, в римской системе счисления в числе XXXII (тридцать два) все цифры Х в любой позиции равен десяти.

В позиционных системах счисления количественное значение каждой цифры зависит от того, в каком месте  (позиции или разряде) числа записана эта цифра.

Основание позиционной системы счисления – это количество различных знаков или символов, используемых для изображения цифр в данной системе.

 В компьютере  наиболее подходящей и надежной оказалась двоичная система счисления, в которой для представления чисел используются последовательности цифр 0 и 1. Все   знают,   что   двоичные   элементы самые  надежные – трудно  перепутать состояние  «включено»  с  состоянием «выключено». 

Недостаток двоичного кодирования – длинные коды. Но хотя в технике легче иметь дело  с большим числом простых элементов, чем с небольшим количеством сложных, все же для людей  оказалось удобным использовать представление информации с помощью еще двух систем счисления:

· Восьмеричной (т.е. любое число представляется  с помощью восьми цифр – 0,1,2… 7);

· Шестнадцатеричной (используемые символы-цифры -0,1,2… 9 и буквы A,B,C,D,E,F, заменяющие  числа 10, 11,12,13,14,15 соответственно).

Соответствие кодов десятичной, двоичной восьмеричной и шестнадцатеричной систем счисления показано в следующей таблице:
	Dec
	Bin
	Oct
	Hex
	
	Dec
	Bin
	Oct
	Hex

	1
	1
	1
	1
	
	9
	1001
	11
	9

	2
	10
	2
	2
	
	10
	1010
	12
	A

	3
	11
	3
	3
	
	11
	1011
	13
	B

	4
	100
	4
	4
	
	12
	1100
	14
	C

	5
	101
	5
	5
	
	13
	1101
	15
	D

	6
	110
	6
	6
	
	14
	1110
	16
	E

	7
	111
	7
	7
	
	15
	1111
	17
	F

	8
	1000
	10
	8
	
	16
	10000
	20
	10


Обратим   внимание,   что   в  системах счисления  с  основаниями  больше   10  нам приходится   вводить  новые   цифры:  А=10, В=11, С=12, D=13, Е=14, F=15, G=16 и  т. д. 
Поскольку в работе с компьютером может возникать необходимость перевода чисел из одной системы  счисления в другую, познакомимся с общими правилами такого перевода.

Двоичная система обладает такими же свойствами, что и десятичная, только для представления чисел используется не 10 цифр, а всего две.  Соответственно и разряд числа называют не десятичным, а двоичным. Все же основные законы выполнения арифметических действий соблюдаются точно так же неукоснительно. 

Для перевода числа N из десятичной системы в другую позиционную систему с основанием Р, необходимо разделить число N   на p. Полученный  при этом остаток даст цифру, стоящую в 1-м разряде p-ичной записи числа N. Затем полученное частное снова разделить на p и снова запомнить полученный остаток – это будет цифра второго разряда и т.д. Такое последовательное деление продолжается до тех пор, пока частное не окажется меньше, чем основание системы счисления p. Это последнее частное буде цифрой старшего разряда.

Пример.

Перевести десятичное число 75 в двоичную, восьмеричную, шестнадцатеричную системы счисления.

Любое число в десятичной системе счисления можно представить в виде:





2362 =  2*102+3*101+6*100
Аналогично для системы счисления с любым основанием, число можно представить в подобном виде. Аким образом для перевода числа из двоичной (восьмеричной, шестнадцатеричной) системы в десятичную надо это число представить в виде суммы степеней основания его системы счисления.
       Число       
1 0 1 12 =  1*23+0*22+1*21+1*20 = 1110
2 7 6 8    =  2*82 + 7*81 + 6*80 = 19010
1  F 3 16    =  1*162  +  F*161  +  3*160  =  49910
Таким образом, основание восьмеричной системы можно представить в виде произведения трех двоек, а шестнадцатеричной – четырех двоек, что позволяет легко осуществлять переход от системы к системе.
При переводе числа из двоичной в восьмеричную и  шестнадцатеричную систему воспользуемся триадно-тетрадным методом:  

Учитывая, что 8=23, а 16=24, представим двоичные числа в виде триад и тетрад и, воспользовавшись таблицей, переведем двоичные числа в восьмеричную и  шестнадцатеричную систему.

 Для того чтобы уметь считать, надо держать  в памяти  таблицы сложения  и умножения  в  выбранной  системе  счисления. В  двоичной  системе счисления  эти таблицы  очень просты: 

0 + 0 =0

0 + 1 =1, 

1 + 0 =1, 
1 + 1 = 10.  

Это логическая операция XOR («сложение  по  модулю два»,  «исключающее ИЛИ»), реализуемая  в  каждом  разряде  сумматора машины.  
Для  умножения  используется операция AND («логическое И»):                   

0(0=0

0(1=0

1(0=0

1(1=1

Из   вышесказанного   можно   увидеть,  что двоичная  система  в  компьютере –  это  всерьез  и  надолго.  Десятичные  машины   так  и не   вышли   из  стен   лабораторий,  троичный же  компьютер  «Сетунь»  выпускался  в  Советском  Союзе  в  60-е  гг.  лишь  малой серией.
двоичная арифметика

Арифметические действия в двоичной системе производятся по обычным для позиционных систем алго​ритмам, с которыми все мы хорошо знакомы на примере десятич​ной системы счисления.
Сложение многозначных двоичных чисел происходит по разря​дам, начиная с младшего. Для выполнения сложения необходимо знать таблицу двоичного сложения. Ее несомненное достоинство — исключительная простота. 

0 + 0 =0

0 + 1 =1, 

1 + 0 =1, 
1 + 1 = 10.Сложение двух многозначных двоичных чисел выглядит так:
Пример 1:
(  11 110 101 
    1 001 101
101 000 010

В отличие от умножения в десятичной системе счисления двоич​ное умножение отличается существенным своеобразием. Если десятичная таблица умножения состоит из 100 строк, то двоичная таб​лица умножения предельно удобна для запоминания:

0(0=0

0(1=0

1(0=0

1(1=1

Вспомним знаменитого Митрофанушку из комедии Фонвизина «Недоросль»: на протяжении всего спектакля бедный Митрофануш​ка пытается выучить только двоичную таблицу умножения – «нулежды нуль – нуль».

Эта удивительная простота двоичной таблицы умножения по​зволяет на самом деле умножение многозначных двоичных чисел заменить последовательным сложением со сдвигом множимого с са​мим собой. Величина сдвига определяется содержимым очередного разряда множителя.

Однако, прежде чем рассмотреть процесс двоичного умножения, вспомним десятичное умножение. Перемножим два числа 354 и 241. Используя алгоритм умножения столбиком, выписываем мно​житель строго  под  соответствующими  разрядами  множимого. Как обычно, множимое умножаем на содержимое разряда единиц множителя, т. е. на 1. Полученное произведение подписы​ваем под чертой; так заполняется 1-я строка. Затем множимое умно​жаем на содержимое разряда десятков множителя, т. е. на 40. Полу​чаем: 354 • 40 == 14 160. Эго произведение и записываем ниже на 2-й строке. Естественно, что при записи разряд единиц помещаем под соответствующим разрядом единиц, предыдущего произведения. И, наконец, умножаем множимое на содержимое разряда сотен мно​жителя, т. е. на 200. Получаем: 354 • 200 == 70 800. Это число подписываем еще ниже на 3-й строке. После сложения всех полу​ченных произведений получаем окончательный результат: 85 314.         
  (  354    – множимое

      241     – множитель
  
    354     – 1 строка

      ( 141 160     – 2 строка

 70 800     – 3 строка
 85 314     – произведение
В практике ручных вычисле​ний второе, третье и т. д. произ​ведения получаются умножени​ем множимого не на 40 и 200, а на 4 и 2. Кроме этого, нули в конце произведений писать не обязательно. Поэтому создается впечатление, что каждое следу​ющее произведение записывается со сдвигом на один разряд влево относительно предыдущего произведения.                            


Если содержимое какого-либо разряда множителя, например, второго, равно нулю, то это значит, что второе произведение равно нулю. При вычислениях это произведение, равное нулю, не пишут, а сразу под первым произведением подписывают третье, сдвинутое влево сразу на два разряда. Именно на эту особенность стоит обра​тить внимание: этот прием используется и при двоичном умножении.


Переходим теперь к двоичному умножению. Сразу начинаем с примера.

Пример 2:        (  11 011 

      1 101 


11 011
1 101 1
11 011      .

 101 011 111
Очевидное преимущество двоичного умножения заключается в том, что не надо находить произведение множимого на значения последовательных разрядов множителя (так как значения этих разрядов могут быть или 0, или 1, а это значит, что или сдвигаем очередное произведение сразу на два разряда, или переписываем множимое без изменений в качестве очередного произведения, сдвинув его на один разряд относительно предыдущего). Таким образом, получается, что мы записываем значение множимого друг под другом со сдвигом на один разряд, если значение соответствующего разряда множителя равно 1 и предыдущего разряда тоже равно 1; если же значение предыдущего разряда равно нулю, то сдвиг на два разряда.
На примере 2 видно, что при двоичном умножении фактически не нужна таблица двоичного, умножения! Процесс умножения сводится к последовательному сложению множимого с самим собой с определенным сдвигом. С точки зрения электроники моделирование такого процесса несложно. Именно последнее является одним из веских аргументов привлекательности двоичной системы счисления для использования ее в электронных вычислительных машинах.                  

Рассмотрим обратные арифметические действия – вычитание и деление – в двоичной системе счисления.     

Пример 3.             
(  11 000 011 
      1 101 001
      1 011 010

Сравните двоичное вычитание с десятичным вычитанием:

Известно, что при устном счете это же вычитание можно сделать проще. Если вычитаемое 87 заменить его десятичным дополнением. 13 (100 – 87 = 13), то тогда действие вычитание можно представить как сложение уменьшаемого с дополнением с последующим уменьшением старшего разряда (до которого было сделано дополнение) на единицу.


 Нетрудно догадаться, что в двоичной системе счисления вычитание можно тоже представить в виде сложения двоичного уменьшае​мого с двоичным дополнением вычитаемого.   

Двоичным дополнением положительного двоичного числа называют такое положительное число, которое при сложении с данным числом дает в сумме число с единственной 1 в следующем разряде.      
Пример 4. Число 1 100 101 имеет двоичное дополнение 11011, так как                      

(  1 100 101 
       110 111
  10 000 000

В этом случае говорят, что двоичное дополнение сделано до единицы в восьмом разряде.
Используя специфику двоичной арифметики, нахождение двоич​ного дополнения можно осуществить по более простому алгоритму. Оказывается, вполне достаточно в данном числе заменить все нули единицами, а единицы нулями и к полученному таким образом, числу прибавить 1:
данное число 1 100 101 ,
(0011010
              1
      11011 – его двоичное дополнение
Итак, чтобы двоичное вычитание представить сложением, необ​ходимо к уменьшаемому прибавить двоичное дополнение вычитаемого, а из полученной суммы вычесть единицу того разряда, до которого было сделано двоичное дополнение вычитаемого.

Пример 5. Повторим пример 3, следуя приведенному выше алгоритму.

1) Нахождение двоичного дополнения:     

1101001

(00101001
                1
        10111 
Двоичное дополнение вычитаемого сделано до 1 в восьмом разряде.

2) Сложение уменьшаемого с двоичным дополнением вычитае​мого:
(11000011
        10111
  11011010 
3) Вычитание 1 из восьмого разряда, т. е. разряда, до которого было сделано дополнение:
(11 011 010
  1               . 

    1 011 010 
Полученный результат 1 011 010 совпадает с ранее вычисленной разностью в примере 3.   

Переходим к рассмотрению двоичного деления. Чтобы проверить полученный результат двоичного деления, ум​ножьте частное на делитель.
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� Несложный пример расчетов с помощью рук, который можно продемонстрировать учащимся младших классов – это «автоматическое» умножение на 9. Положите руки перед собой  и мысленно пронумеруйте .пальцы слава направо от 1 до 10. Чтобы теперь выполнить    умножение любого числа от 1 до 10 на 9, достаточно поднять палец с соответствующим   номером  и  подсчитать количество  пальцев слева  и справа  от поднятого  - десятки  и      единицы,  соответственно.  Например,  при  умножении  9  на  4 поднимаем  четвертый слева  палец; слева от него остались лежащими три пальца, справа - шесть, т. е. ответ – 36.     
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